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ハミルトン・ケイリーの定理の応用
以下では nを固定し、n次正方行列を単に行列と呼ぶ。

1 逆行列

「逆行列はもとの行列の多項式で表せる。」

Aを正則行列として、Aの固有多項式を xn + an−1x
n−1 + · · · + a1x + a0 とする。

ここで a0 = (−1)ndet(A)であるが、Aが正則であるから a0 6= 0である。

またハミルトン・ケイリーの定理から

An + an−1A
n−1 + · · · + a1A + a0E = 0

よって

−a−1
0 (An−1 + an−1A

n−2 + · · · + a1)A = E

従って

A−1 = −a−1
0 (An−1 + an−1A

n−2 + · · · + a1)

である。

2 ベキ零行列

「行列 Aがベキ零であることと Aの固有値がすべて 0であることとは同値である。」

Aがベキ零ならば Aの固有値はすべて 0であることを示す。

Aの固有値を任意に選んでそれを αとし、xを αに関する Aの固有ベクトルとする。

Aがベキ零であれば Am = O となるmがある。

一方

Amx = Am−1(Ax) = Am−1(αx) = αAm−1x = α2Am−2x = · · · = αm−1Ax = αmx

だから αmx = 0であるが、x 6= 0なので αm = 0、よって α = 0である。

Aの固有値がすべて 0ならば Aはベキ零であることを示す。

Aの固有多項式は
n∏

i=1

(x−αi)（但し αi は Aの固有値）という形に分解されるが、すべての iについて αi = 0

であるから、Aの固有多項式は xn である。従ってハミルトン・ケイリーの定理によってAn = Oが成り立つ。

証明終わり。
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