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ネーターの正規化定理

1 ネーターの正規化定理

定理 1.1 (ネーターの正規化定理). 　

Aを体 k 上の有限生成代数とする。Aが零環でなければ ∃y1, ..., ym ∈ Aで以下が成り立つ。

1. y1, ..., ym は k 上代数的に独立

2. Aは k[y1, ..., ym]の整拡大

証明を述べる前に、もっとも単純と思われる具体例について、この定理を確かめておく。

体上では「整」と「代数的に従属」は同義である。（体上では単に代数的と呼ぶ）。しかし一般の環上ではこ

の両者の間に大きな違いがある。例えば k を体とし、xを不定元とする。x−1 ∈ k(x) は x · x−1 − 1 = 0 よ

り k[x] 上代数的に従属だが、整ではない。実際 x−1 が k[x] 上整であるとすると、∃n = 1,∃f(x) ∈ k[x] で

x−n +f(x)x−(n−1) = 0と書ける。これの両辺に xnを掛けると 1+xf(x) = 0となって xの超越性に反する。

従って k[x] ↪→ k[x, x−1]は整拡大ではない。一方で y = x+x−1と置くと、x2−yx+1 = 0, x−2−yx−1+1 = 0

より k[y] ↪→ k[x, x−1]は整拡大である。

y が k 上超越的であることを示す。実際もし y が代数的に従属であれば、k は体だから整である。ところが

xは k[y]上整であるから xが k 上整となり矛盾である。

ネーターの正規化定理の証明. 　

Aは零環でない k の有限拡大代数だから、A = k[x1, ..., xn]と書ける。この nに関する帰納法により証明

する。

n = 0なら何も言うことはない。n = 1かつ n − 1以下では主張が正しいとする。

x1, ..., xn が k 上代数独立ならば主張は正しい。

x1, ..., xn が k 上代数独立ではないとして、x1, ..., xn の k 上の代数関係を∑
α1+...+αn=N

aαxα1
1 ...xαn

n + N 次未満の項 = 0

（但し N = 1, αi = 0は整数、α = (α, ..., αn)、aα のうち少なくとも１つは 0でない）とする。

その１：k が無限体である場合にのみ通用する証明

Xi = xi − bixn (1 5 i 5 n − 1)と置く。但し bi ∈ k (1 5 i 5 n − 1)は後で決める。xi = bixn + Xi を上記

の代数関係に代入すれば、”(
∑

α1+...+αn=N

aαbα1
1 ...b

αn−1
n−1 )xN

n + xnに関して N 次未満の項 = 0”となる。

k は無限体だから、適当に bi ∈ k (1 5 i 5 n − 1) を選べば、
∑

α1+...+αn=N

aαbα1
1 ...b

αn−1
n−1 6= 0 とできる。

従って xn は k[X1, ..., Xn−1] 上整であり、帰納法の仮定から、k 上代数的に独立で、かつ k[y1, ..., ym] ↪→
k[X1, ..., Xn−1] が整拡大であるような y1, ..., ym ∈ k[X1, ..., Xn−1] が存在する。X1, ..., Xn−1 と xn が

k[y1, ..., ym]上整だから x1, ..., xn−1 も k[y1, ..., ym]上整である。従って k[y1, ..., ym] ↪→ k[x1, ..., xn]は整拡

大であり、主張が証明された。
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その２：k が無限体でなくても通用する証明

Xi = xi − xnn−i

n (1 5 i 5 n − 1)と置く。xi = xnn−i

n + Xi を aαxα1
1 ...xαn

n に代入して得られる xn の最高

次の項は、aαx
α1nn−1+α2nn−2+...+αn−1n+αn
n である。ここで α = (α, ..., αn)を n進法表示と解釈すれば、こ

の最高次の項は aαxα
n と表現できる。α≧ N > 0に注意して、aα 6= 0である αの中で最大のものを Aとす

ると”aAxA
n + xnに関して A次未満の項 = 0”となって、xn の k[X1, ..., Xn−1]における整関係が得られる。

それ以外は上記その１と同じである。よって主張が証明された。

Q.E.D.
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